MAT 209 OLASILIK ALISTIRMALAR 3 ve COZUMLERI

1 X
c (g) ,x=0,1,2,..
L) f)=
0, , d.d.

fonksiyonunun olasilik fonksiyonu olabilmesi i¢in ¢ ne olmalidir?

cx, x =0,2,3,4,5
2) f(x) = {

x, diger degerler
olasilik fonksiyonu veriliyor.

a) cyibulunuz
b) F(x) i bularak grafigini ¢iziniz

3.) 4 sporcunun bulundugu bir kafilede bayan sporcularin sayis1 X sans degiskeni ile ifade
ediliyor. Buna gore olasilik fonksiyonunu yaziniz.

4.) Siirekli X rastlant1 degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

£x) = {cx(l —(;c): 2d< x <1

ile verilmektedir. Buna gore

a) c sabitinin degeri nedir?
b) F(x) i olusturunuz

c) P (x = %| x < % ) olasiligini hesaplayiniz.

5) f(x) = { ) x=012.
0

, diger durumlar
veriliyor. Buna gore

i) F(x) ibulunuz

ii)Px>m+7r|x>m)=P(x =r) kosulunu saglaymniz. (m,r = 0 ve m,n € R)
6.) X siirekli sans degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu
) = {%(3 —x), 0<x<3

0, Diger

olarak verilmistir. Buna gore

P(O0<x<1),P(1<x<2),P(x=1) ve P(x < 2) olasiliklarini hesaplayimiz



7.) Dagilim fonksiyonu

0, x<1
F(x)={1—l, x>1

X
olarak verilen X sans degiskeni i¢in P(X > 3| 2 < x < 5) degerini hesaplayiniz
8.) X degiskenine ait dagilim fonksiyonu

4

0, x <2
seklinde veriliyor. Buna gore

a) P(X<4),P(X=8),P(2<X<5)olasiliklarin1 bulunuz
b) Yogunluk fonksiyonunu bularak her iki fonksiyonun da grafiklerini ¢iziniz

9.) Siirekli X rastlant1 degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu
1
f(x)zzx, 0<x<V2

ile veriliyor. X den n=2 biiyiikliigiinde X1, Xz gibi rastgele bir 6rnek ¢ekilmektedir. Bir ve
yalniz birinin 1°den daha biiyiik olmasinin olasilig1 nedir?

10.) P(Tura) = z ve P(Yazi) = i seklinde hileli olan bir para ii¢ kez atiliyor. X pes pese

gelen turalarin sayisini gosteren sans degiskeni olsun. X’in dagilimini, beklenen degerini,
varyansini ve standart sapmasini bulunuz

11.) Hilesiz bir para bir yazi ya da pes pese dort tura gelene kadar atiliyor. X atig sayisini
gosteren sans degiskeni olmak tizere E(X) nedir?

12.) X sans degiskeninin olasilik fonksiyonu 0<r<1 olmak iizere

£(x) = {(1 - r)r;: Jédz 01,2 ..

seklinde verilmistir. Buna gore

1) Dagilim fonksiyonunu bulunuz.
ii) Beklenen degerini hesaplayimiz
1i1) Varyansini hesaplayiniz

13.) >0, A>0 parametreli Pareto dagilisinin olasilik yogunluk fonksiyonu

f(X)z TArW; x=A
0, x <A

seklindedir. Buna gore beklenen degeri hesaplayiniz



14.) Bir bilgisayarin tamiri i¢in gerekli siire saat olarak bir sans degiskeni ile ifade edilecek
olursa olasilik yogunluk fonksiyonu

1
0, dd

ile veriliyor.

Tamir iicretinin (YTL) zamana bagli olarak ifadesi ise X zaman olmak {izere
T(X) = 40 + 30VX

ise tamir i¢in 6denecek ortalama ticreti hesaplayiniz

15.) 0<a, b<l olmak iizere f(x) = a* — b™* x=0,1,2,... olasilik fonksiyonu i¢in
a) aile b arasinda bir bagint1 bulunuz

b) Beklenen degeri bulunuz

c¢) Varyansi beklenen deger cinsinden yaziniz

16.) Diizgiin bir zar bir kez atilmaktadir. X sans degiskeni, zar 1 gelirse 1; aksi taktirde 0
degerini almaktadir. Mx(t) yi bulunuz ve X in baslangi¢ noktasina gore ilk i momentini
hesaplayimiz?

17.) X rastlant1 degiskeninin olasilik fonksiyonu, 0<p<1 olmak iizere

_ D, x=1
f(x)_{l—p, x=0

dir. Buna gore

a) X in moment ¢ikaran fonksiyonunu bulunuz?

b) X in sifir tizerinden hesaplanan r-inci momentini bulunuz?

c) Sifir lizerinden hesaplanan momentler yardimiyla X in varyansini hesaplayimiz?

18.)Olasilik fonksiyonu asagidaki gibi veriliyor. Mx(t)=E(e*") nedir?

X |1 2 4 7

fx) |14 318 18  1/4

X
19.) X rastgele degiskeni igin f(x) = 2 G) x = 0,1,2,3 olasilik fonksiyonu verilsin. Buna
gore Mx(t)=E(e)=?

1 X
5 2, x>0

20) f() = { g
0 ,diger

yogunluk fonksiyonu verilen X sans degiskeninin moment tiireten fonksiyonunu bulunuz.



21.) X rastlant1 degiskeninin ortalamasi u = 8 ve standart sapmasi ¢ = 0,7 dir. Buna gore
P(|x — 8| = 4) olasiligimin iist sinir degerini bulunuz.

22.) Bir otomobil servisine bir giinde gelen arag sayis1 X sans degiskeni ile tanimlaniyor. u =
100 ve o = 16 olduguna gore

a) P(68 < x < 132) olasiliginin minimum degerini,
b) P(Jx — 100| = 24) olasiliginin maksimum degerini hesaplayiniz.

23.) Y = =X dir. Y rastlant1 degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonunu, X rastlanti
degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu cinsinden ifade ediniz.

24.) My(t) = €378 pe Z = %(X — 3) olsun. z’nin moment tiireten fonksiyonu nedir?
E(Z2), E(Z%), Var(Z) degerleri nedir?

1
25.) M, (t) = —, t<1
) M) = —
veriliyor. Y = 5 — 3X sans degiskeni i¢in My (t) degerini hesaplayiniz.
26.))var (X +Y), var(X =Y), orv (X +Y, X —Y)'yi Xile Y’nin varyanslari ve ortak
varyansi cinsinden yazin.

27)var(Xy) =5, var(X;) =4, var(X3) =7, orv(Xy,X,) =3, orv(Xy, X3) = —2 ise,
X2 lle X3 de baglmSIZsa, Y1 = X1 — 2X2 + 3X3 lle YZ = —2X1 + 3X2 + 4‘X3, un Ortak
varyansini bulun

28.) (a) a < X < b kosuluyla X siirekli rastsal degiskeninin kosullu dagilim fonksiyonunun
asagidaki gibi oldugunu gosterin:

0, x<a
F(x)-F(a)
f(x) = m, a<x<b
1, x>b

(b) (a)’daki bulgunun x’e gore tiirevini alarak a < X < b verilmigken X’in kosullu olasilik
yogunlugunu bulup asagidaki ifadenin dogrulugunu goésterin:

b
E[u(xX) | a < X < b] = %@ ub(x)f(x)dx
J, Flodx




COZUMLER

X

1
1.) Vx icin 0 < f(x) < 1 olmaldur. (5) ifadesi Vx icin sifirdan biiytktir

> e =1

olmali. Dolayisiyla

X

1\ Sz
2.c(3) =1=tm ) e(5) =1

X x=0

esitligi saglanmalidir. Bu da bir geometrik seri toplamidir. O halde

lim ¢ L1 =1
3

olup

3c 1 2

- = = — —

2 €73

olarak bulunur.
2)a)c=0vef(x)=0

z f(x)=1=2c.0+c.2+c3+c4+c5=1

x=0,2,3,4,5

1
>14c=1=>c=—
c c 12

olarak bulunur. Buna gore

) = {f—4 X =02345
0, d.d.

demektir.

b)

X |0 [2 3 4 5
Fx) |0 |2/14 [5/14 |[9/14 |1

Buna gore F(x) asagidaki sekilde ifade edilebilir.

2% =0,2,3,4,5
F(x): 141 X = U,4,5,4,

0, d.d.



3.) X bayan sporcularin sayisini gostersin. Buna gore;
f(0) : Hi¢ bayan sporcunun olmamasi olasilig1 = 1/16
f(1) : 1 bayan sporcunun olmasi olasilig1 = 4/16

f(2) : 2 bayan sporcunun olmasi olasiligi = 6/16

f(3) : 3 bayan sporcunun olmasi olasiligi = 4/16

f(4) : Hepsinin bayan sporcu olmasi olasiligi = 1/16

olur. Buna gore

X 0 1 2 3 4
f(x) |1/16 | 4/16 |6/16 |4/16 | 1/16

olasilik fonksiyonu tablosu olusturulur.

4.) a) f(x)’in bir X rastlant1 degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu olabilmesi i¢in;

)f(x)=0

ii) ff(x)dx = f cx(1—x)dx =1

0

olmalidir. Buradan;

x? x3
=

olmalidir. Buna gore dagilim fonksiyonu olusturulabilir.

! 1 6
= = =
0 c

0 x<0
b) F(x) =4{3x2-2x3 0<x<1
1 x=>1

Nlr-“\ a0

NI

C)P<x>1|x<§)=P(x2%,XS%>=/6
$es) -S|
11
~27

bulunur. Diger bir ¢6ziim olarak

P(x 1 <3) P(xz%,xs%) F(%)_F(%) »

k=) QT

\
O\A-le

x(1 - x)dx) / k6

\
x(1 - x)dx)



bulunur.

90 =Y 33 =31 G+ () v ()]

t=0
1—(2/3)**1 2\t
<L> 1- (—) ,x =012, ...

1-(2/3) 3
. _Px>m+7r) 1-Px<m+r) 1-F(m+r)
i)Px>m+7r|x>m) = PGS - I-P=m) - 1-Fom

m+r

=1-Px<r—1)=Pkx=r)

1
6.) P(0 < <1)—]2(3 yax = 2(3 VLS
) XSUZ gm0 =51>* "% 079
0
2
P(1 < <2)—j2(3 yax = 2(3 V2L
1

3

2 2 x?
P(x=>1) = f§(3—x)dx=§<3x—7>
1

3

4
1 9

Px>3N2<X<5) PB<X<5) F(GB)-F3) 4

7)P(X>3[2<x<5)= P2<X<5)  PR2<X<5 F(B)-F@2) 9

8)F() = f@) > (1) =

dx x3
bulunur.
8
£ = {x_3 X
0, x <2
olur.

1
Q) PR<4) =F@4) =1-2-=075

P(X28)=1—P(X<8)=1—F(8)=1—16



P(2<X<5)=F(5)—F(2)=%

bulunur.

9.) X1 ve X2 nin bagimsiz olduklar1 dikkate alinarak;

=P(X, > 1.PX, <1 +P(X, < 1).PX, > 1)
2 1 1 2
—1fd1fd+1fd1fd
= > X ax > X ax > X ax > X ax
1 0 0 1

1 2
_zlfdljd_s
—ZXXZXX—8

0 1

10.) X sans degiskeninin 6rnek uzay1
S ={TTT,TTY,TYT,YTT,YYT,TYY,YTY,YYY} seklindedir.

Buna gore X’in dagilimi sdyle olur:

Xi 0 1 2 3

1 18 18 27
f(Xi):P(Xi) a a a a

Buradan beklenen deger,

ol 18,18, 27 135
=t =0T e e T e
1 18 18 27 333
EX)=0—+1.—+4.—+9.—= =52

64 64 64 64 64

bulunur. Buradan
Varyans = % = Var(X) = E(X?) —u?=52-2,12=0,8
Standart Sapma = o =,/0,8 =0,9

olarak elde edilir.

11.) Ornek uzayr {Y,TY,TTY,TTTY,TTTT} seklindedir. Buna gore X’in deger kiimesi
{1,2,3,4} olur. Yani en az bir, en ¢ok dort atista istenilen sonuca varilir.



F) =P =3

1
f@)=PIY) =7
1
f@B)=PITY) =2
(4) = P(TTY) + P(TTTT) = ! + t_1
f= 16 16 8
olur. Buna olasilik fonksiyonu
Xi 1 2 3 4
1 1 1 1
F(xi)=P(Xi - — Z Z
GOPeo 5 1 3| 3 8

Bulunur. O halde

EX-—11+2131+41—15—18H
)_'2 ‘478 g 8

olur.

12.)0) F(x) =Y,(1—r)rf = A —r){1 + 12413 + - + 1%}

1— rx+1

1—r

iNEXx)=>0-r1) Z xr*=0A-7r)r (Z xrx>
x=0 x=1

=1-7) < ) =1 -r*1), x=012..

iii) Var(x) = E(x?) — [E(x)?]

E(x)>?=(1-1) Z x*r*=(1- r)rz x(xr*1)
x=0

=

s
8
<
X

= ( rr dr

=

h 1l
15"
=
=
|
=
N—

=
1l
=

- ( r)r dr

%
3
1M
%R
N——

d
=(1 —r)ra



_ d 1 _r(l+r)

=a-nrg(r - r)z) S -2
r(1+r) o
1-n2 a-rn> A-r?

Var(x) = E(x?) — [E(x)?] =

[o2] (o)

-r+1

(0]
— — T — T -r i T
13.)E(x)—fxf(x)dx—rA f r+1dx—rA fx dx =1A 14
A A A
B—r+1 A—r+1 rA rA
= li A" —rA" =0- =
Bl—{l;lor -r+1 4 -r+1 0 -r+1 r-1

olur.

2
1
14.) E(40 + 30vx) = 40 + 30E(VX) = 40 + 30 f E\/de = 40 + 202 = 68,28

15.) 1) Z(a"—b"‘) _ 1:>ZaX—Zb—x —1
x=0 x=0 x=0

= ! + b =1=a= b
1-a 1-b " %T2p_1
ii)E(x)szz( x)—aZxa"1+bZ( —x)b™*"1
x=0 x=1

~a(ze)aze)

d
da
d d [ bt
B a@(1—a)+b%<1—b-1>

_ a b _ 2b
T (1-a)? (1-b)2 b-1

[o9] [o9]

iii)E(xZ):Z x2(a* — x)—Zx(x—l)(a _ x)+zx(a _ b

x=0 x=1
[ee]

=a22x(x a*~? bZ( x)(—x + 1)b™*"1 + E(x)

(S ) (S)ei

x=2



:a2d2<a2 >—bd2(b‘1 1 >+ 2b
da*\1—a db? 1-b71 b-1
2b%(2b—1) — 2b 2b
ST =17 ‘Tr-1

1

Var(e) = EG2) — [EG?] = 2 1( @by )— (E)

“w-12 2\a0-pn2) "2
bulunur.

16.) X’in olasilik fonksiyonu

! 1

Py X =
f(x) = g

gl X = 0
dir.

5+et
Mx(t) = E(etx) = 6
olur. Dolayisiyla
1

M’x(t) — M”x(t) R M(n)x(t) — get

olur. Buna gore

1
m1 = m2 = m3 = g
bulunur.

1

17.) @) My(6) = E(e™) = ) e%f(x) = ef (0) + €' f(1)

x=0
2

=(1—p)+et.p=p<1+£+t—+--~>+(1—p)

1! 2!

3 t t?
=1+p F + ? + .-
b) X’in sifir tizerinden hesaplanan r-inci momenti,

1

me=E(X) = ) ¥ f()=0.(1-p)+1.(1-p) =p

x=0

¢) Var(X) = m, — (my)* = p—p* = p(1 — p) dir.

2



18.) My() = E(e™) = ) e* f(x)

X

1 3 1 1
M,(t) = E(e™) = et1+ eZt§+ e4t§+ e7tZ

1 3 1 7 13
’ S 2t = 4t — 7t = ’ —
M, (t) =e 4+e 4+e 2+e 7 ve M;.(0) 2

1 3 49
M) = etZ + eZtE +e*t.2 + e7tT ve M'".(0) =16 olur

2 2 2
19.) M, (t) = E(e™) = th( ) =2+et-+e?—+e3t—

3 9 27

IIMW

olur.

2 4 2 4

M, (t) = et§ + e2t§+ e3t§ ve M;(0) = 3
. 2 .8 2 20
Mx(t)=et§+e“§+e3t§ ve Mx(0)=?

20.) M,(t) =fetxf(x)dx=fetx (%e‘x/z) dx

NID—\

f e (t-D%gy = = ! e(t_%)x |og =(1-2t)"1
0

bulunur.

21.)P(Jx—8| = 4) ile P(Jx — u| = ko), P(Jx — 8] = (0,7)k) karsilastirilirsa

07k=4, k=571 P(lx—8|=4) <

(5,71)2
olur. Buradan;
max[P(|x — 8] = 4)] = %3 diir.
P(Jx —8| =4) >1-0,0306 min [P(|x — 8| = 4)] =~ %97

1
P(,u—kanS,u—i—ka)Zl—ﬁ

esitsizliginde, veriler yerine yerlestirilir ve P(68 < x < 132) olasilig ile karsilastirilirsa k =
2 bulunur. k’nn bu degeri yerine yerlestirilirse

1
22.)a) P(lx —u| < ko) = 1_ﬁ’

1
P(68<x<132) 21— , Min[P(68 < x < 132) = 0,75 = %75] dir.

1 1
b) P(|x — u| = ko) < w P(]x —100| = 16k) < = ile



P(]x —100| > 24) karsilastirilirsa;
16k =24 =k = 1,5 bulunur.

P(Jx — 100 > P(Jx — 100| > 24) < 0,44 ;

1
24
)< (1, 5)2 ’
maximum[P(|x — 100| = 24)] = %44 dir.

23.) M, (t) = E(e*¥), M, (t) = E(e') dir.

My(t) = M_y(t) = E(etC®) = E(e9%) = M, (—t)

24.)M¥(t)=E( (59 “))—ebE[ ]—ebM ( )
M¥(t)=E( (X : )—e_th[ ]—e_43tM ( ) olur.

2 2
M, (t) = e3t+8t2 idi. M, (2) = e3(£)+8(£) = eBTt+t7 olur.

-3t 3t t? t2

M@ (t)=e % e47Z =¢eZ bulunur.

d Mx-3(t) .2

d—i =te2

d Mx-3(t)

d—i —0 " 0 Ohalde E(z) = 0 olur.

d® Mx-3(t) t2 2 g2

d—ti =e?2 +t.tez =ez(1l+t?)

d?* Mx-3(t)

d—t‘; 0= 1 Ohalde E(Z?) =1 olur.

Var(Z) = E(z2) — (E(Z)) =1-02 =1 olur.

25.) My(t) = E[e®730f] = E(e73¥t.e) = eS'E(e73%") = %' M, (—31) = e 1+3t

26.)Var(X+Y) =Var(X) + Var(Y) + 20rv (X,Y)
Var(X =Y) =Var(X) + Var(Y) — 2 Orv(X,Y)



Oorv(X+Y,X-Y)=Var(X) — Orv(X,Y) + Orv(Y,X) — Var(Y)
= Var(X) —Var(Y)

27.) 0rv (Yy,Y,) = Orv (X, — 2X, + 3X5, —2X; + 3X, + 4X3)
= 2Var(X;) — 6Var(X,) + 12Var(X3) — Orv(Xy, X,) — 20rv(Xy, X3) + Orv(X,, X3)

28.)

(a) Fxla<X<b)=Pa<X<x|la<X<h)
_Pla<X<x,a<X<Dbh)
B P(a<X <b)
_Pla<X<x)
" P(a<X<h)
_Fx)-F(a)
~ F(b) — F(a)

egera<x<b

dF(x|a<X<b)
dx

_ @

F(b) — F(a)

. f)

P Fodx

(b)) fxla<X<bh)=

2w f ()dx
2 F0)dx

> E[u(X)|a<X <b]=



