MAT 308 iDEAL TEORISi
ALISTIRMALAR I

1. R bir halka olmak iizere,

i) a € R olmak tizere K = {b € R | ab = ba } kiimesi R halkasinin bir
althalkasidir.

ii) Z(R) = {be R | ab=ba, Ya € R} kiimesine R halkasinin merkezi
denir. Z(R) kiimesinin R halkasinin bir althalkasi oldugunu gos-
teriniz.

2. R birimli bir halka olmak tizere A = {e € R |ea =ae=a, Ya € R}
kiimesinin ¢arpma islemine goére bir grup oldugunu gosteriniz.

3. R halkasinin degismlei olmasi icin gerek ve yeter kosul her a,b € R igin
(a+b)? = a® + 2ab + b* olmasidir. Ispatlaymiz.

4. Asagidakileri ispatlayiniz.

i) Eger birimli bir halkanin birden ¢ok eleman varsa, birimi sifirdan
farkhidir.

ii) e € R idempotent eleman ve e # 0 ise e nilpotent olamaz.

iii) R birimli bir halka olmak iizere, tersinir olan bir eleman sifir bslen
olamaz.

iv) Birimli ve sifirdan farkh sifir boleni olmayan bir halkada idempotent
elemanlar sadece sifir ve birim elemandir.

5. R degismeli bir halka, a,b € R nilpotent elemanlar ise a + b elemaninin da
nilpotent oldugunu gosteriniz.

6. Bir R halkasinda agagidakiler denktir. Gosteriniz.

i) R halkasinda sifirdan farkli nilpotent eleman yoktur.

ii) Eger a € R icin a® = 0 ise a = 0 dur.

7. 8= { { g g ] | a,b € Z} kiimesi icin agagidakileri gosteriniz.

i) S kiimesi, M5(Z) halkasinn bir alt halkasidir.
i) S halkas1 bir sol birime sahiptir fakat herhangibir sag birime sahip
degildir.
iii) S halkasi sonsuz sayida birbirinden farkl sol birime sahiptir.

8. R birimli, degismeli bir halka olmak olsun. Eger a € R tersinir ve b € R
nilpotent ise a + b tersinirdir. Ispatlayimiz.



9. R sifirdan farkli nilpotent elemani olmayan bir halka ve e € R idempotent
eleman olsun. Bu durumda her z € R i¢in ex = ze dir. Gosteriniz.

10. R birden fazla elemanm olan bir halka ve sifirdan farkli her bir a € R
igin aba = a olacak gekilde bir tek b € R olsun. Buna gore agagidakileri
gosteriniz.

i) R halkasinin sifirdan farkli sifir boleni yoktur.
ii) bab =10 dir.
iii) R halkasi birimlidir.

) R halkas1 bir boliim halkasidir.
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