MAT 208 ALISTIRMALAR 2

8.1.X1,X,,..., X, sonsuz bir anakiitleden cekilmis rassal bir drneklem olusturuyorsa, Teorem 4.15’in
sonucunu kullanarak r=1,2,...,n igin, Cov(Xr - Y, 7) = 0 oldugunu gésterin.,

COZUM Cov(X, —X,X) = Cov(X,,X) — Cov(X,X)

n

= Cov (Xr,%z Xk> — Var(X)

k=1
! " Cov(X,, X o
_?{Z ov(Xy, k)_Tl"
k=1
1 g
= —0‘2 _——-——=
n n
g 0, egerr # k
Cinkd Cov(X,, X,) = {Jz’ egerr =k

8.2.X11, X12, ., X1n, il X5, X5, ~,X1n, bagimsiz rassal degiskenlerse ve bunlardan ilk n,’i
ortalamasi 14 ve varyansi o, 2 olan sonsuz bir anakiitleden cekilmis rassal bir 6rneklem, 6teki n,’si de

ortalamasi  p, ve varyansi 0,° olan sonsuz bir anakitleden cekilmis rassal bir 6rneklem
olusturuyorsa, Teorem 4.14 ile sonucunu kullanarak

(a)E(Yl —Yz) = U~

g.°  6y”

(b)ar(X, =X,) = 7— o

ny

oldugunu gosterin.

¢ézim X, ~ (plgl—> ve X,~ (uzfll—) Teorem 8.1 den

(@ EX: ~X2) = E (X)) - E (X2) =ty — iz
(b) Var(yl - 72) = Var(?l) + L'ar@;j} -2 Cc~

—_—

Det

X5)

0_12 0.22
= — 4 —

ny ny

8.4. X1, X,, ..., Xy, 6 anakiitle katsayis ile ayni Bernoulli dagilimina uyan rassal degiskenlerse X, n
denemedeki 8 ile simgelenen basari sayisidir.

@E@B)=6

(b) Var(8) = 9—(1;—9)

oldugunu gosterin.



¢O0z0M X;~Bern(8) p=46, 0% =06(1-6)
i =X

Teorem 8.1 den

E@)=EX) =6

0(1-09)

Var(é) = Var(Y) = ”

8.5 Aligtirma 8.2’deki rassal degiskenlerden ilk n; tanesi katsayisi 6, olan Bernoulli dagilimina, dteki
n, tanesi katsayisi 0, olan Bernoulli dagilimina uyuyorsa

(a) E(§1 - éz) =06, -0,

0:(1-6,) 1 0,(1—6,)
ny n;

(b) Var(@l - @2) =
oldugunu gosterin.
coziM X11,X12, e, X1, ~Bern(6,)

X21,X22, v, X1n,~Bern(6,)

iki 6rneklem birbirinden bagimsiz

nq 1 Ny
6 =—ZX =X 8 =—ZX =X
1 n, 1k 1 2 n, 2k 2
k=1 k=1
E(X,)=9, E(X:;) =8
— . 6,(1-6) — . 6,(1-6
ar(X,) =2—"% Var(X,) = 21~ 6,)
: n 5

O zaman Problem 8.2 den
E(6;—86,)=6,-6,

= ~ 8,(1—-6,) 6,(1—-4,
Var(8; — ,) = At u +— 2

Tll n,

8.6 Sayfa 263'teki gibi olan yani ayni dagilmis bagimsiz Bernoulli rassal degiskenlerinin toplamlar
olan ikiterimli rassal degiskenlere bakarak, merkezi limit teoremini kullanarak .teorem 6.8’ i kanitlaymn

COZUM X =Y, +Y,+-+Y, VY,V ...V, ~ Bern(d)

O zaman X~Binom(n,6) olur.

_ 1ix = 6(1-6)
Y=;ZYL- E[Y]=9 Var(?):T

Merkezi Limit Teoreminden



Y

S N(0,1) X=n¥
\/9(1—9)

n

X-no n(?—@) B Y-0 n— o N(OL)
9(1-0) 6(1—6) [6(1-0) ’
& LI

8.13 1,2,..., N tamsayilarindan olusan sonlu anakiitleden n biiyiiklugiinde rassal bir 6rneklem
cekilirse

(@) X nin ortalamasinin oldugunu

(N+1)(N—-n)

b)X ni
(b)X nin varyansinin Ton

oldugunu Eosterin.

- 1
COZUM f(x)=—- ¥ =1,2 N

pH=EX)=

i 1 N(N+1) N+1

1
N 2

N
1 _INN+DEN+1D _ (N+DEN+1)
E(XZ)‘NZXZ_N 6 - 6

x=1

P=EX)-[EM))* =

(N+1)(2N +1) (N+1>2_N2—1

6 2 12
X1,X5, ..., X, busonlu anakitleden alinan érneklem olsun. O zaman
— N+1 oN—n _(N+DN=-n)
E(X)=n= Var( X) =
(=== S 12n

8.15 {cy, 3, ..., ¢} sonlu anakiitle varyansinin

" N
=50, -
i=1
bi¢iminde yazilabilecegini gosterin.
N N N
—— - 5 1
COZUM o =NZ(ci—u) uzTV—Zciz ZcizN/,L
= ; :
N
! 2 2
=N Z(Ci = 2¢;u+pc)
i=1
1 N N
= N(Z Ciz = Z,U.Z Ci + NH.2>
i=1 i=1



8.18 Blylkligu asagidaki gibi olan sonlu bir anakitleden n=3 biyukligliinde kac farkli 6rneklem
cekilebilir?

(@) N=12 (b)N=20 (c)N=50
COZOM (a) (132) @ (230) © (530>

8.19 (a) N=12 buyukliglindeki sonlu bir anakitleden n=4 biyikligiinde rassal bir 6rneklem
(b) N=2 buyiikliglindeki sonlu bir anakitleden n=5 bulyikliginde rassal bir 6rneklem gekildiginde
her bir olanakl 6rneklemin olasiligi kactir?

o 1 1
COZUM (@) ==  (b) o=
) (%)

8.21 Sonsuz bir anakitkleden gekilen drneklemlerde, 8rneklem bilyikliugi
(a) 30 dan 120 ye ¢ikarsa

(b) 80 dan 180 e cikarsa

(c) 450 dan 50 ye diserse

(d) 250 dan 40 a duserse ortalamanin standart sapmasi ne olur?

COZUM 0% :6rneklem Brtalamasimin standart sapmasi

o
oy =—= DBurada o anakiitle standart sapmasdir.

Vvn

(a) oz degeriyariyariyaazalr.
(b) ox degeri § oraninda azalir.

(¢) ox degeri3 kat artar.

(d) o5 degeri 2,5 kat artar.

8.27 a=24 (=48 fan tekdiize dagilimdan n=200 Elan rassal bir érneklem ¢ekilmistir. Merkezi

limit te@remine gore drneklem Brtalamasinin 35'ten kii¢tik Elma Elasihigi kagtir?
COZUM X~tekdiize(24,48)

24448
=——-

1
L 36 02 = 5 (48 —24)* = 48

4



_ 8
X=N (36, E@) Merkezi Limit Teoremine gore

5—36

= 3
P(X<35)=P{Z< = P(Z < —2.04) = 0.5 —0.4793 = 0.021

200

8.28 p=51.4 0=6.8 olan normal bir anakiitleden 64 buyiikliigiinde rassal bir 6rneklem
¢ekilmistir. Orneklem ortalamasinin

(a) 52.9 dab biiytik
(b) 50.05 ile 52.3 arasinda

(c) 50.6 dan kii¢iik ¢cikma olasiliklar1 kactir?

0ZUM X~N|51.4 i
coztm F-n 514 )

50.5-51.4 oy 523 —-514
6.8/8 6.8/8

=2 ¢(1.06) = 2(0,3554) = 0,7108

(b) P(50.5 <X <523) = P( > = P(—1.06 < Z < 1.06)

8.39 X1, X;, ..., X;, v=1serbestlik dereceli ki-kare dagilimina uyan bagimsiz rassal degiskenlerse ve

V=X +X,+ -+ X, ise

degiskeninin n—oo ‘a giderken limitteki dagiliminin standart normal dagilim oldugunu gésterin.

n
cozim Yn:ZXi ve pu=EX)=1 Var(X;))=2

=1

Y. s = — 2
?an ozamanE(X ) =1 ve Var(X)=H

Teorem 8.1 den Merkezi limit teoremini kullanarak

— 0
I=—=—=10 N(0,1)




8.40 Aligstirma 8.39 ‘un sonucuna dayanarak X, v serbestlik dereceli bir ki-kare dagilimina uyan rassal

7

v
nindagilimi, standart normal dagilimla yakinsanabilir.

VZv

bir degiskense ve v biiyiikse

COZUM v tamsay ise

X=Y+Y, 4+ +Y, Y1, Y5, .., Y, bagimsiz ve her biri ki-kare 1 serbestlik derecesiyle dagilir.

EY)=1 Var()=2

X _
B zaman 5 =Y Merkezilimit Teoreminde

X
3'1 X—U_X—‘U n-—- oo

\[g_ 2 Y T

N(0,1)

v
v v

8.55T, v serbestlik dereceli t dagilimina uyuyorsa, X = T2 ninde 1 ve v serbestlik dereceli bir F

dagihmina uydugunu gosterin.

. 2
COZUM T~t, T=-—= Z~N(0,1) Y~x? ZveYbagmsiz

ZZ Zz/l

ST? =5~  Z°~x%, Flag. - T =_Y/ ~Fy 5
v

8.56 Xwv; ve v, serbestlik dereceli bir F dagilimina uyuyorsa Y = % in de v, ve v; serbestlik

dereceli bir F dagilimina uydugunu gésterin.

¢0ZUM X~F,, X-= Wi~x2, Wp~x?%,

W, ve W, bagimsiz



5.) Bir fabrikada tretilen borularin ¢aplari ortalamasi u=10 cm ve standart sapmasi 6=0,1 cm olan
normal dagilis gostermektedir. Piyasa standartlarina gére caplarin (9,9-10,2) cm arasinda olmasi

gerekmektedir. Uretimin yiizde kaci standartlara uygundur?

¢Ozim

9,9 — X — 10,2 —
P(9,9<x<10,2)=P( 0_“< H< u)

g g

:P(9,9—10<Z<10,2—10)
0,1 0,1

=P(-1<z<2)

=0(2)-o(-1)

=0,9772 - 10,1587

=0,8185

6.) Bir siniftaki 6grencilerin olasilik dersinden aldiklari vize notlarinin ortalamasi 63 ve standart
sapmasi 6 olan bir normal dagilis gosterdigi biliniyor. Bu siniftan rastgele secilen bir dgrencinin vize

notunun 75 den fazla olmasi olasiligi nedir? Sinif mevcudu 65 kisi ise, kac 6grencinin vize notu 60 ile

75 arasindadir?
¢cHzOm
X sans degiskeni 6grencinin olasilik dersi vize notunu géstermek zere X~N(63,36) dir. Buna gére

X—pu 75—63
P(X>75)=P(T>

) =P(Z>2)=05-04772 =10,0228

60—63 X—pu 75--63
P(60<X<75)=P( < =4 )

6 g 6

1
=P (—-E <Z< 2) = 04772+ 0,1915 = 0,6687

Buna gore 65 kisilik sinif mevcudu igin, 65.(0,6687)=43 kisinin vize notu 60 ile 75 araligindadir.



7.) Bir grup erkek  6grencinin agirliklarinin - normal dagilis gésterdigi biliniyor. Bu  égrencilerin %60

inin agirhg 60 kg in altinda, %20 sinin agirhg 80 kg in lizerindedir. Buna gore dagilisin ortalama ve

varyansini bulunuz?
c6zOm

X gruptaki bir 6grencinin agirligini gosteren sans degiskeni olmak lzere, X~N(, 62) . Oncelikle

tablodan yararlanabilmek igin dagilimi standartlastiralim.

60
X1 =60 lgln Zq =

olmak tizere 0,6 = 0,5 + ®(z;)

80
X, = 80i¢in z, = olmak lzere 0,2 = 0,5 — ®(z,)

olur. Buna gére ®(z;) = 0,1 dolayisiyla tablodan (z,) = 0,253 ve ®(z,) = 0,3 dolayisiyla tablodan

z, = 0,842 bulunur. Buradan
60 — u = 10,2530
80 —u=0,8420

$eklindeki denklem sistemi olusur. Sistemin ¢dziminden p=51,4 kg ve o = 34 kg bulunur. O halde

X~N(34,342) bulunur.

8.) Bir ampul fabrikasinin tretiminin %0,6 sinin hatali oldugu biliniyor. Bu fabrikanin Uretiminden
rastgele alinan 400 adetlik bir numunede, en ¢ok 3 tane hatali ampul gikmasi olasiligini normal dagilis

yaklasimi ile bulunuz?
¢6zim

X sans degiskeni hatali ampul sayisini géstermek Uzere; X in dagihimi Poisson dagilisina da uymaktadir.

Fakat biz bu soruyu normal dagilima yaklasimla ¢ozecegiz.
i = n. 0 esitliginde n=400 ve 6 = 0,006 oldugundan u = 2,4 olur. ¢ = 1,54 olur.

3+05-24

PX<3)=P(z<
E 23 (Z‘ 1,54

) = P(Z <0,174) = 0,5 + #(0,714) = 0,7624

bulunur. Yaklasimin gok iyi olmasi icin n yeterince biiyiik olmalidir.
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